Chapitre C

Transformation de Fourier

C.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Définition C.1.1. Soit f € LY(RY). La transformée de Fourier de f est la fonction Ff,
ou encore f, définie sur RY par

Fr§) = (&) = [ e (x) dx.
R
Le théoréeme de convergence dominée et le théoréme de Fubini permettent facilement
de démontrer le résultat suivant.
Proposition C.1.2. Soient f, g dans L*(RY). Alors
a) Ff est continue sur RY, || Fflloo < ||fll 2 et FF(€) tend vers zéro a I'infini;
b) On a F(f xg) = (F)(Fg).
La proposition suivante montre que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance a l'infini.
Proposition C.1.3. Soit a un multi-indice dans N9 et soit p € L*(RY). Six*p € L(RY)
alors
F(x%p)(§) = i"0¢ (Fep)(€) (C1)
et si 0%p € LY(RY) alors
F(030)(€) = (1§)*Fo(€) - (C2)
Démonstration. Soit ¢ € L1(RY), telle que x*p € L*(RY). On a
B, (e7™%p(x)) = —ixie "% p(x)
et comme _
lixie ™™ Sp(x)| = Pge(x)|
on peut appliquer le théoréeme de convergence dominée pour en déduire que
O, (Fo) (&) = F(—ixp)(§) .
Par récurrence on obtient
O (Fo)(€) = ()" F(xp)(§),
d'otl le résultat (C.1). Pour démontrer (C.2) commeng¢ons par étudier le cas |a| = 1.
Considérons une suite régularisante . et posons
Ve = (exp.
Alors
Pe —> p et Oype — O dans Ll(]Rd).

J
Une intégration par parties montre que

[ 50,00 ax = i [ e 50 dy
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donc
F(00e)(€) = i&Fpe(€) .
Comme
[ F(8x0e) — F (B0l < 110 pe — B0l 11

et de méme pour Fp:(§) — Fo(€), le résultat suit. Le cas général s'obtient de méme. La
proposition est démontrée. O

Remarque. Pour démontrer (C.2) dans le cas d = |a| = 1 (ensuite on généralise par
récurrence et Fubini) on peut aussi raisonner directement sur ¢ en remarquant que si @ et ¢’
sont intégrables alors ¢ s'identifie & une fonction continue (et donc elle tend vers zéro a
I'infini ce qui justifie I'intégration par parties). En effet pour tout a € R fixé on pose

X
600 = [ o0 dt
a
qui est continue, et vérifie pour toute fonction test ¢ (c’est une application du théoréme de
Fubini)
(@ ¥)=—(o" ).

Alors ¢ — ¢ est une distribution constante notée C et ¢ := ¢ — C est continue, égale a ¢
presque partout, et on a en outre

#0) - 60) = | "ot dt.

Lemme C.1.4. Soit A € My(R) une matrice symétrique réelle définie positive de taille d,
et posons

Ga(x) = ;e’%mflx) X, xeRY.
(2m)ddet(A)

Alors
FGa(€) = e :(40¢.

Démonstration. Notons que G4 est clairement un élément de S(R?). La matrice A est
symétrique réelle donc on peut écrire

A=QDQ", avec D=diag(\1,...,\g)

avec @ matrice orthogonale et D matrice diagonale avec tous les ), réels. Par ailleurs quitte
a permuter I'ordre des vecteurs propres on peut toujours supposer Ay > Ao > --- > X g > 0,
et comme A= At >0o0na Ay > 0.

La premiére étape consiste a se ramener au cas ot d = 1. Dans l'intégrale définissant
la transformée de Fourier de G4 on pose

Yy =Qix et n:=Q¥.
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On a alors
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Puisque A; > 0 pour tout j, le théoreme de Fubini implique qu'il suffit de faire le calcul
pour d = 1. Soit donc A > 0 et posons

1 X2
x) = e,
2= o
Alors gy est un élément de S(R) et
X
Hh(x)=3nx), ¥xeR.

En appliquant la transformée de Fourier a chaque membre de cette égalité et en utilisant la
Proposition C.1.3 il vient

EFo(E) = = (For)'(€)
et donc
For(§) = Ce ¢
Comme de plus
Fon©) =C = [0 dx=1
on en déduit le résultat souhaité. O

Théoréme C.1.5 (Inversion de Fourier). Soit f € L1(RY) telle que Ff € LY(RY). Alors
on a presque partout sur RY

: ﬁf(}'f)(x) .

F(x) = /]R e CFF(€) dé =

1
(2m)d

Démonstration. Si nous calculons la valeur au point x de

/ e X EFF(¢) dé nous

L
(27T)d Rd

g7 fo (e e ay) e

mais le théoréme de Fubini ne peut s'appliquer. L'idée est d'évaluer a la place I'intégrale

1 i(x-y) € ge? &L
() = g [, €0 e S p ) dyae,

trouvons

de deux facons différentes.

On commence par intégrer d'abord par rapport a y, on a alors

_ " g el
1) = (e /Rde e Fr(g) de
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et par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue il vient

) 1 e

lim 1) = s [, € SFFE) o
Mais en intégrant d'abord par rapport a £ on obtient par le Lemme C.1.4

1 x=yl?

lx=7/f e 2 dy.

() = amey Joe V) y
Le théoreme de convergence dominée permet de montrer que /¢(x) converge vers f(x) pour
tout x et le résultat suit par unicité de la limite. O

C.2. Transformation de Fourier des fonctions de la classe de Schwartz

Théoréme C.2.1. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S(RY) dans
lui-méme, d’inverse (2m)~9F avec les notations du Théoréme C.1.5.

Démonstration. On déduit facilement de la Proposition C.1.3 que la transformée de
Fourier applique S(RY) dans lui-méme. En effet on a

(i€)° (B P Fo(€) = [ &0% (xPp(x)) dx

donc
sup  sup ‘E“Gg.ﬁp(f)‘ < sup a;‘(x%)\ .
loe|<p.|BI<q ¢RI le|<p,IBI<q L (R9)
<C su x)1Bla2
- |a\§p,\%\§qH< e T

par la formule de Leibniz. On remarque que
JxPliazeeoldx < [ ()79 2149 g ()] dx
donc puisque x — (x)~9~! est intégrable sur R? on obtient

&zagﬁp(g)( <cC sup H<X>'6|33‘P(X)H
l|<p.|BI<g+d+1

sup sup
la|<p,IBI<q R

Loo(Rd)

La transformée de Fourier applique donc bien S(Rd) dans lui-méme et on conclut grace au
théoréme d'inversion de Fourier C.1.5 puisque ¢ et F sont en particulier dans L1(R9). O

Théoréme C.2.2 (Formule de Parseval). Soient @, 4 et W trois fonctions de S(RY),
alors

2) [ Fe@yw(e) de = [ o0)Fwx) dx
b) [ ()W) dx = (2m) ¢ [ Fo(©)FU(e) de.
Démonstration. Grace au théoreme de Fubini on a
[Fe@u de = [ ([ e px) dx)wie) de
= [ ([ e w() d€) o) ax

= [ot0Fpx) dx,

ce qui démontre a).
Soit maintenant f := (27)~9FW, qui vérifie

Ff(x)=W(x).
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En appliquant a) a ¢ et f on trouve
en) [ Fo©FU(©) dt = [ Fo(©)r() de
- / ©()T(x) dx

et la proposition est démontrée. O

C.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

La transformation de Fourier des distributions tempérées se définit par dualité, au vu du
Théoreme C.2.2.

Définition C.3.1. Soit S € S'(RY) une distribution tempérée. La transformée de Fourier
de S est la distribution FS définie par

Vo e S(RY), (FS, @) = (S Fp).

Notons qu'au vu de la démonstration du Théoréme C.2.1, la distribution FS ainsi définie
est bien une distribution tempérée.

Remarque. On a aussi
Vo e S(RY), (FS, @)= (S, Fo).
Théoréme C.3.2. La transformation de Fourier est un isomorphisme de S'(R?) dans
lui-méme, d’inverse (2m)~9F.
Démonstration. Il suffit d'utiliser le Théoréme C.2.1 en notant que pour toute distribu-
tion S € 8'(RY) et toute fonction ¢ € S(RY),
(FFS.p) = (5. FFe) = (2m)?(S.9),
(FFS,0) = (S, FFp) = (2m)%(S, ¢) .

Le résultat suit. O

C.4. Transformation de Fourier des fonctions de carré sommable

On note pour toutes fonctions ¢ et 9 de L?(RY)
(@) ey = [ QOO0 dx.
On rappelle qu'il s'agit d’un produit scalaire qui fait de L?(R9) un espace de Hilbert.

Théoréme C.4.1 (Plancherel). La transformation de Fourier est un isomorphisme de
I'espace L2(R9) dans lui-méme, d'inverse (2m)~9F. En outre on a

1
(@) 2y = W(}—M}—WL?(W)
pour tous @ et P de L2(RY).

Démonstration. Montrons tout d'abord que (27r)‘g]-" est une isométrie de S(RY) dans

. . d . . .

lui-méme pour la norme L2, c'est-a-dire que (2m)~2F conserve le produit scalaire défini
ci-dessus. Soient donc ¢ et 9 deux fonctions de S(R9), on a

J ot dx = s [ FoeFwE) a
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par la formule de Parseval (Théoréme C.2.2 b)) donc (27r)’%]-' conserve le produit scalaire
et donc la norme L2, pour les éléments de S(RY). Il en est de méme de (QW)’%?.

Il s'agit donc maintenant d'étendre ce résultat aux éléments de L2(RY). Comme S(RY)
contient D(RY), il est dense dans L?(RY). Soit donc f € L?(RY) et (f,)nen une suite
de S(RY) convergeant vers f dans L2(RY). Alors par isométrie, la suite (Ffy)nen est de
Cauchy dans L2(RY) et elle converge donc vers une limite g dans L2(RY). L'espace L2(RY)
s'identifiant 3 un sous-espace de S'(RY), (Ff,)nen converge vers Ff dans S'(RY) puisque
pour toute fonction ¢ € S(RY)

(Fta, @) = (fa, Fo) — (f. F) = (Ff, )
et donc par unicité de la limite Ff = g dans S’(Rd) et Ff se prolonge en une forme linéaire
continue sur L2(RY). Par continuité de la norme on a de plus

_d
@m) 72| FFll2mey = Ifll 2 (rey -

En appliquant le méme raisonnement a (27r)*gf on conclut que (27r)’gf et (2%)’%}'
sont deux isométries de L2(R?) dans lui-méme, dont les composées & droite et & gauche
sont égales a l'identité, et le théoréme est démontré. O

C.5. Transformation de Fourier des distributions a support compact
On définit pour tout & € RY la fonction de classe C*® sur R
R —C
« X — e xE

Proposition C.5.1. Soit £ € £'(RY). La transformée de Fourier de E est la fonction de
classe C*® sur RY donnée par

FE() = (E, e).

De plus FE est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées, au sens otl pour tout o € NY
il existe un entier m € N et une constante C tels que pour tout £ € RY,

[O*FE(§)] < C(™.
Démonstration. Soit la fonction
v(€) == (E e).
En remarquant que
v(§) = (E. xee)

avec x € D(]Rd) valant 1 au voisinage du support de E, on peut appliquer le théoréme de
dérivation sous le crochet qui implique que v est de classe C* et pour tout ¢ € RY et o € N¢

Ogv(§) = (E, x e)
=(E, (—i)"xe) -
Montrons que v est a croissance lente ainsi que toutes ses dérivées. Soit K un voisinage

compact du support de E et p I'ordre de E. Alors pour tout o € N il existe une constante C
telle que pour tout £ € RY,

62 v(€)] < Csup sup 87 (x*x(x)ee(x))| < C(E)P.
xeK |B|<p
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Montrons enfin que FE = v. Soit ¢ € D(RY), alors d'aprés le théoréme d’intégration sous
le crochet, on a

v.o) = [ v(€)el©) de
= [(E.cw() de

= (€. [ ecol©)d)
=(E,Fo)
= (FE. )
ce qui démontre la proposition. O
Proposition C.5.2. Soit S € §'(RY) une distribution tempérée. Alors
a) Si S est a symétrie hermitienne (au sens ot S = S) alors FS est réelle;
b) Si S est paire (resp. impaire) alors FS est paire (resp. impaire) ;
¢) Si T, est la translation de vecteur a alors
F(1a5)() = €7 FS(€):
d) Si hy est la dilatation de rapport X\ alors
F(hS) = A" FS;
e) Si E € £'(RY), alors on a dans S'(RY)
F(E*S)=FEFS.
f) Si € S(RY), alors on a dans S'(RY)
F(pS) = 2n) 9Fo« FS.

Démonstration. Nous ne démontrons que les deux derniers points, les autres sont a
traiter en exercice.

e) Nous allons commencer par traiter le cas particulier de la convolution d'une distribu-
tion E de £'(RY) et d’une fonction ¥ de S(R?). On sait par la Proposition B.7.3 que E
appartient 3 S(R?). On écrit alors, grace au Théoréme B.4.9 d'intégration sous le crochet,

FE«9)©) = [ e ¢(E.pl(x~ ) dx

= (E, /e*"xfzp(xf ) dx).
Mais
/ e EY(x —y) dx = Fp(€)e™ V¢
On en déduit que
F(Ex9)(&) = (E. Fp(&)ee)

= TFP(E)(E., e)

=FY(§) FE(E).
ce qui est le résultat annoncé. Considérons maintenant le cas général de la convolution de E
par S € S'(RY). On remarque que £ x S appartient a §’'(RY) grace a la Proposition B.7.5.
Par ailleurs FS appartient a S§'(R9) et FE est une fonction de classe C* a croissance

polynémiale ainsi que toutes ses dérivées donc (toujours par la Proposition B.7.5), la distri-
bution FE FS appartient a S'(RY).
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Montrons maintenant que F(E « S) = FE FS dans S'(R?). Soit ¢ € S(RY) , on a

(F(S*E), ) =(S*~E,Fp)
= (S, ExFop).

Mais on vérifie facilement que
F(E « Fo) = F(E « Fo)
donc par le théoréme d'inversion de Fourier appliqué a £ x Fp € S(]Rd) il vient
(F(S+E).0) = (S, FF(E~(F ')
= (FS, F(E«(F19))).
Le cas particulier traité ci-dessus permet d'écrire

F(Ex(F o)) =FEF(F o)
=FEop.

On a donc
(F(S*E), ) =(FS,FE p)

=(FSFE, )
puisque FE € C®(RY) et le résultat suit.
f) Soit ¢ € S(RY), on écrit
F(9S) = 2m) 2 F(FFoFFS)
= (2m) 2 FF(Fo « FS)
= (n) “Fox FS
ce qui conclut la démonstration de la proposition. O
Exemple (Transformation de Fourier de la masse de Dirac). On a
Féy=1 dans &'(RY),
et plus généralement pour tout a € R
Foa(§) =€, ¢eR?.
En outre
(FO%0)(€) = (i)™, ¢€R?,
et plus généralement pour tout a € R?
(FO%6,) (&) = (i€)*e™ 7, ¢eR?.
Exemple (Transformation de Fourier des polynémes). On a
F1=(2m)%;q,

et
Fx® = (2m)dil®ag, .
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C.6. Espaces de Sobolev
C.6.1. Espaces de Sobolev sur R?.
Définition C.6.1 (Espaces de Sobolev H5(RY) et HS(RY)). Soit s un nombre réel.

L'espace de Sobolev H(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles que
f e L2(RY; (€)% d€).
On pose alors

1F1Bqeey = [ (OFIFFER dé.

L'espace de Sobolev homogéne H*(R?) est I'ensemble des distributions tempérées f telles
que Ff € L}, (RY) et

f e L2(RY; €% dg).
On pose

2 o 2s 2
1y = [ [EPIFFEP d < +oo.

Proposition C.6.2. Les espaces de Sobolev H5(RY) sont des espaces de Hilbert pour le
produit scalaire

(F19 ey = [ (FFFOFaE d.

Les espaces de Sobolev homogénes HS(]Rd) sont des espaces des Hilbert pour le produit
scalaire

(F 1)y = [ 16PFF (&) Fol€) e
si et seulement sis < d/2.

Démonstration. Le cas des espaces inhomogénes H*(RY) se traite en remarquant que la
transformée de Fourier est un isomorphisme isométrique entre H*(RY) et L2(RY; (£)2° d¢).

Dans le cas des espaces homogénes commengons par supposer que s < d/2 et soit () nen
une suite de Cauchy dans H5(R?). Alors (/f:,;)ngN est une suite de Cauchy dans L2(RY; |¢]?5 d€)
donc il existe une fonction ¢ € L2(RY; [£]25 d€) telle que la suite (F)nen converge vers ¢
dans L2(RY; |£]?° d¢). Montrons que ¢ est une distribution tempérée, que f := F~1p ap-
partient & H5(RY) et que (f,)nen converge vers f dans H5(RY). Puisque s < d/2 on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Joon 10@196 < ( [ I67l0©)F ) (. L ) <.

On en déduit que 1pg( 1) appartient a LY(RY) et donc que F (1 1)p) est bornée.
Comme L1ecg(q 1)@ appartient a L2(R?; (€)% d€) on obtient que ¢ est une distribution tem-
pérée. Soit f := F Lo, alors f appartient 3 H5(RY) et on a bien que (f;)aen converge
vers f dans H5(RY) puisque (fn)neN converge vers ¢ dans L2(RY; |€]25 d¢). Donc H5(RY)
est complet si s < d/2.

Dans le cas oil s > d/2 on considére la fonction sur HS(R9)
¢ fr— HFHLl(B(O,l)) + 11l s gy -

On constate facilement que ¢ est une norme sur H5(R9) et que H5(RY) est un espace de
Banach pour cette norme. En considérant I'application identité

(H &), 8) — (HE®), |- llys(ay)
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qui est linéaire, continue et surjective on constate que si I'espace (H*(R9), || - Il s (mey) €tait
complet, alors il existerait par le théoréme de I'application ouverte une constante C telle que

VEe H(RY),  o(F) < ClIfll s gy -
ce qui impliquerait que
3C>0, VFeH(RY, |fliso) < ClIFll s ety -

Nous allons montrer que cette inégalité est fausse grace a I'exemple suivant : soit C une

couronne de R? centrée en 0, incluse dans la boule unité B(0,1), telle que CN2C = () et
soit la suite

n_oa(s+9)

127qc) .

fni= }-—1(2

g=1
Alors I'hypothese C N 2C = () permet d’écrire que

Iy n_oals—9)
1fallrg0.1) = C Y 7
qg=1

et
"1
2 !
oy < C Y- 3 <€
q=1
et comme s > d/2 on en déduit que ||?,,||L1(B(O,1)) tend vers I'infini avec n alors que anHHS(]Rd)
est bornée. La proposition suit.

Exercice. Soient r, s et t trois réels.

a) Si s < t alors HI{(RY) C H5(RY) et cette inclusion définit une application linéaire
continue : on a

IFll s ey < Fllperay . VF € HI(RY).
b) Sir < s < talors H N HY(RY) C H(RY) et on a
11 ks ey < WG Cooy 1 I ey - VF € HOOHERY),
avec s = (1 —0)r + 6t.
c) L'application linéaire
feH (R — Lr € (HS(RY))",

ou L¢ est la forme (anti)-linéaire définie par
1 -
Lr(0) = gya [, FFOF0@ dk,

est un isomorphisme linéaire isométrique entre I'espace H=*(R9) et le dual topo-
logique (H*(R?))" de H5(RY).
d) Si|s| < d/2, I'application linéaire
fe H*(R?Y) — Lr € (HS(RY))"

ol L¢ est la forme (anti)-linéaire définie par
1 -
LA(0) = ya [, FFOFRE)

est un isomorphisme linéaire isométrique entre |'espace H‘S(]Rd) et le dual topo-
logique (H*(R?))" de H5(R9).
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Proposition C.6.3. Pour tout entier k, I'espace H¥(RY) est I'espace des fonctions
de L2(RY) dont toutes les dérivées au sens des distributions jusqu’a I'ordre k sont dans L?(R9)
et I'on a

HfH%-{k(]Rd) ~ Z ||aain2(Rd)-
la| <k

Démonstration. On rappelle que 8*f appartient a L2(R?) si et seulement si £2Ff ap-
partient & L?(R?). Comme pour tout entier k il existe une constante C telle que pour

tout £ € RY
i+ Y eP) <@ <ci+ X 1P).

o<k la|<k
la proposition suit. O
Proposition C.6.4. Pour tout réel s, I'espace S(R?) est un sous-espace dense de H*(R).
d .
Pour tout réel s < 5 I'espace So(RY) des fonctions de S(R?) dont la transformée de

Fourier est identiquement nulle prés de I'origine est un sous-espace dense de HS(Rd).

Démonstration. L'espace HS(]Rd) étant un espace de Hilbert, il suffit de vérifier que
I'orthogonal de S(R9) pour le produit scalaire de H5(RY) est réduit & {0}. Supposons donc
qu'il existe une distribution f dans H(RY) telle que pour toute fonction ¢ de S(R?) on ait

| @ rreFae - o.

Alors I'application & > (€)25Ff(£) est identiquement nulle en tant que distribution tempérée,
donc Ff =0 et donc f =0.

De méme supposons qu'il existe une distribution f dans H*(RY) telle que pour toute
fonction ¢ de So(RY) on ait

| ePeFF©Fe@ d 0.

Alors Ff s'annule sur RY \ {0} et donc Ff = 0. Le résultat suit puisque s < d/2 et
donc H5(R?) est un espace de Hilbert. O

Proposition C.6.5. La multiplication par une fonction de S(Rd) est une application
continue de H*(RY) sur lui-méme pour tout réel s.

Démonstration. On sait que

F(pf) = ©* Ff

1
— ].'
(2m)?
donc la démonstration de la proposition se réduit a I'estimation de la norme L2(RY) de la
fonction

u(€) = (©)° [ || F o€ —mIFFm)] dn.
Vérifions tout d'abord que
(£)° < 2% (€ —m)¥l(m)®.
En effet quitte a échanger € et n on peut supposer que s > 0 et I'on a
(©)° < (1416 =P +In>)?
< 25E-m)(n)°.
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On a donc
w(©] <2% [ (€~ nFiFe( —m)|me\Fr ()] dn
et I'inégalité de Young
lg*hllez < llglleallhll 2 (C.3)
permet de conclure que
loF llsqaey < 22 (€ F @] s gy I Fll sy -

L'inégalité (C.3) s'obtient en remarquant que pour toute fonction f € L2(R9), par les
théorémes de Fubini et Cauchy-Schwarz

[ 906076 dx = [[ 9)htx =) (x) dxdy
< [190)1 [ 106 = y)11F()l dxdy

< Hf||L2Hh||L2/|9(J/)| dy = Ifll2llhll2llgll -
La proposition est démontrée. O
C.6.2. Injections de Sobolev.

Théoréme C.6.6 (Injections de Sobolev - le cas C¥). Soit k € N un entier. Pour tout
rée/s>g+k on a
H3(RY) ¢ CK(RY).
Plus précisément toute fonction f € H*(RY) est égale presque partout a une fonction
de CK(RY), et il existe une constante C ne dépendant que de d, k et s telle que pour toute
fonction f € H(RY), on a

o%f < C|Ifl ys .
m?ﬁfgﬂgd‘ A < ClIfll s (rey

Démonstration. Soit f € H*(RY) et soit o € N tel que |a| < k. Comme s > 4 + k, Ia

fonction (6
i
Er—
(&)*
appartient a L2(RY), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que
(1€)~

F(B%F) = (i&)*Ff =

©s (& Ff

appartient a Ll(Rd). On en déduit que la distribution tempérée 8*f est en fait une fonction
continue et

0 (x) = / e EF(07F)(£) de

(2m)? Jrd
pour tout x € R?. On a alors

sup [0%F ()] < ClIf [l s (ma) .
x€ERM

Le théoréme est démontré. O

avec

Théoréme C.6.7 (Injections de Sobolev - le cas LP). Si' s €]0,d/2[ alors les es-
paces H5(RY) et H5(RY) sont contindment inclus dans L 7% (RY).
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Démonstration. Tout d'abord notons que si s > 0 alors H*(R?) est contintiment inclus
dans H5(RY) donc il suffit de montrer le résultat pour H5(R9). On remarque ensuite qu’'un
argument d'échelle permet de trouver I'exposant p = 2d/(d — 2s). Soit en effet f une
fonction de S(RY), et posons f; la fonction f(x) := f(£x) (avec £ > 0). Pour tout p € [1, oo|
on a (grace a la Proposition C.5.2 d))

_d
Velogy = €71 logs et
2 _ 2s 2
1l = [ EPIFRER de
e [ PIERE R o
JRd

Z*d+25HfH

2.

Hs(Rd) -

Sil'inégalité ||| pray < ClIfljys(ray est vraie pour toute fonction réguliere f, elle est vraie
aussi pour fy pour tout £ > 0.Cela conduit a la relation p = 2d/(d — 2s).

Démontrons & présent le théoréme. On va supposer que f est une fonction de So(R9) (le
résultat suivra par densité) et pour simplifier les calculs on suppose sans perte de généralité
que Hf”/-‘/s(]Rd) =1L

Commengons par observer que pour tout p € [1, +ool, grace au théoréme de Fubini on
a pour toute fonction mesurable f,

1Fgy = [, IFC01Pax

[
= p/ / AP~ LdAdx
R Jo

el
p/ Nt ({x € RY/ [F()] > A}) dA,
0
ol w est la mesure de Lebesgue. Nous allons décomposer (pour chaque A) f en basses et
hautes fréquences en écrivant f = f; 4 + f2, 4, avec
fia=F '(gomnFr) et fon:=F Y(legoaFr), (C.4)

ol A > 0 sera déterminée plus tard. Comme le support de la transformée de Fourier de f; 4
est compact, la fonction f; 4 est bornée. On a plus précisément par la transformée de Fourier
inverse et |'inégalité de Cauchy-Schwarz

IfallLomay < (27T)7d|“7:.f1,A||L1(]Rd)
< @n [ et erIFER©)lde
B(0,A)
1
d¢ \?2
< (2m ‘d/ —) Fll s ey -
< (@m <B(0,A) €[> 17l ey
On a donc ,
1,4l Lo (ray < CsAZ72 . (C.5)

Par I'inégalité triangulaire on a
{x e R/ |F(x)|>A} C {x € R/ 2| a(x)|>A} U {x € RY/ 2| a(x)|>A} .
Gréace a (C.5) on a

Qs

A=ani= (5e)" = n({x € B a0l > 1/2}) =o0.
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On en déduit que
1F1Esey <P [ 427 ({x € RY/ o0, (Ol > A/2}) a.

Il est bien connu (c’est I'inégalité de Bienaimé—Tchebychev) que

b ({x €RY fa ()] > A2}) = /{XERWM(XMQ} dx
4| a, (X)]?
/{xeRd/vaA(x)bA/z} ‘QV/XQ( - ax

< ey

On a donc

1y < 40 [ A2l sy 9,
et donc
1# 1oy < 40Cm) 2 [“ 003 [ | FFQ)P dean. (C6)

0 [€]>An

Par définition de Ax on a
€] > An <= A < 4CJ¢]7 .

Alors le théoréme de Fubini implique que

o[ paciel®
1oy < dpCmy = [ ([ w2an ) iFro)Rae
LP(]R ) Rd 0
4p _ _ d(p=2)
< SPoemrdacy? [ 165 IFf©RdE.
p—2 RY
) .
Comme 2s = % le théoréme est démontré par densité de So(RY) dans H5(R9). O

Par dualité on peut démontrer le corollaire suivant.

Corollaire C.6.8. Si p appartient a |1, 2], alors
. 1 1
LP(RY) € H*(RY) avec s=—d <E - 5) :

Démonstration. Notons que puisque p appartient a ]1,2], alors —d/2 < s < 0. Ecrivons

HQHHs(Rd) = sup (4, 9).
[l s (ay <1

1 1 1 1
Comme —s = d <E - §> =d <§ - (1 — B>> on a [[@llg-sray = Cllll o (ray. et donc

A

HBHHS(Rd) < C sup (a9
el p gy <1

IA

C”aHLP(Rd)-

Cela conclut la démonstration. O
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C.6.3. Trace et relévement.

Théoréme C.6.9 (Théoréme de trace et relévement). Soit d > 2 et s > 1/2. L'appli-
cation linéaire (dite de trace)

v: SRY) — SRI
f—(f)
avec
Y(F)(xg, ..., Xg—1) = f(xa, ..., X4-1,0)

se prolonge en une application linéaire continue surjective

v HI(RY) — H2(RIY),
et il existe une application linéaire continue (dite de relevement)

R: H3(RI1) — H5(RY)

telle que yo R = Id

HS*%(]Rd—l)'
Démonstration. Notons x” := (xy, .. ., X4—1). On a pour toute fonction f € S(RY)
1
IV 3 sy = 1€ ZF O] sy
et
1 7
FOONE) = 5 [ FFE) déa.
T JR
En effet _
f(w(f))(é’) — / - e_[X/'glf(X/, O) dx’
Ra-
o 1 —/‘X/f/ ! /
=5 [ ([ (Pume X ) dia) dx
1
=5 [ FrO da.

Mais par Cauchy-Schwarz

| [Fr@vded < ([@=rror ) [ &2
< c( [ ©*1Fr©)R deg) )

d¢
C = /
Jr (€)%
et donc puisque s > 1/2 il vient

2 ! 2
H,Y(f)HHS*%(Rd) S C ||fHH5(]Rd) .

avec

On conclut par densité de S(RY) dans H5(RY) que I'opérateur de trace <y peut bien &tre
. . 1 . .
défini sur H5(R?) et que son image est dans H*~2(R9~1). Pour montrer que vy est surjective

définissons un opérateur de reléevement

R:H2(RY) — HY(RY) tel que yoR=1d.
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Pour cela on considére une fonction x € D(R) telle que x(0) = 1 et I'on pose, pour v
dans S(RY™1),
gt [ XN FUE) ¢
(2m)d-1 Jga-1
=Tl (x(xa(€)Fv(€)) .
On a clairement yo Rv = v et

Rv(x) :=

1 £ ,
FRVE) = 175 Framreax) (7)) FY(E),
donc
IRVIZ e ety = /R O (Frymep)(€) He) 1 F V() 2 .
Il vient donc
IRVIZ sy < /R L /R (€)72HE> (Faoe, X((€) 7 a) dEa ) (€)2HF(E)I2 d€’
<ClIvIi?, s
H Q(Rd—l)
avec
¢ = [ IFx(OPQ> dC.
JR
Le théoréme est démontré. O

Remarque. On peut définir plus généralement un opérateur de trace pour toute hy-
persurface régulire ¥ de R? en utilisant la stabilité de H5(R?) par composition par des
diffeomorphismes (non démontrée ici) ansi que la Proposition C.6.5 qui permettent de lo-
caliser et redresser le bord.

C.6.4. Espaces de Sobolev sur un ouvert de RY.

Définition C.6.10 (Espaces de Sobolev W*?(Q)). Soit Q un ouvert de RY, k un entier,
et p un réel dans [1, cc]. L'espace de Sobolev W*P(Q) est défini par

WkP(Q) == {f € LP(Q) / 8%F € LP(Q) pour |a] < k} .
Cet espace est muni de la norme

Ifllweey == Y 118%FllLe(e).
|| <k

On montre facilement que W*P(Q) est un espace de Banach, réflexif si 1 < p < oo et
séparable si 1 < p < oco. L'espace de Sobolev H¥(Q) := W*2(Q) est un espace de Hilbert
séparable, muni du produit scalaire

(f|g)H‘<(Q) = Z (aaf\aag)u((z)-
o<k

L'espace suivant est particulierement utile.

Définition C.6.11. Soit Q un ouvert de RY. L'espace H3(2) est I'adhérence de D(Q)
pour la norme H*(Q). L 'espace H=1(Q) est le dual topologique de I'espace H3(2) au sens
ou

Il = s (fg).
0EHF () 0l 1) <1
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Proposition C.6.12 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de RY. Il existe une
constante C telle que pour toute fonction f de H§(Q2) on ait

11l 2y < ClIVFll2(q) -

Démonstration. Soit f € D(Q). On écrit tout élément x € Q sous la forme x = (X', x4)
avec X’ € Rl et on a

Xd
F00 = [ Bufx.va) dva
donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient (parce que 2 est borné)
FOOR <€ [ VA vl da
et le résultat suit par intégration, et par densité de D(Q) dans H3(Q). O

Proposition C.6.13 (Inégalités de Gagliardo-Nirenberg). Soit Q un ouvert de R? et
soit p € [2,00[ tel que 1/p > 1/2 — 1/d. Il existe une constante C telle que pour toute
fonction f dans H}(R),

_ dp—2

Démonstration. Par densité on peut supposer que f appartient a D(2). Alors les injec-
tions de Sobolev (Théoréme C.6.7) impliquent que

Il ) < CIFN g0
H™ 2 (RY)
Par convexité des normes de Sobolev
1—
1l gy < IF1 Gy 17115 ey pOUT tout o € [0,1],
on obtient le résultat. O
Les deux théorémes suivants sont admis.

Théoréeme C.6.14. Soit Q un ouvert borné de RY, 4 bord de classe C™ avec m > 1
un entier. Alors il existe un opérateur linéaire P de W™P(Q) dans W™P(R) pour tout p
dans [1,o0], tel que si f € W™P(Q) alors

a) Pfig =",
b) I1PfllLoray < ClIfllLe().
) [PFllwmerey < ClIfllwms()-
Ce théoréme permet d’étendre les théorémes d'injection de Sobolev au cas des ouverts
bornés, en notant que si s = d(1/2 —1/p) alors
1oy = I1PfllLe()
< |IPFllLerey
< ClIPF| s (ra)
<N fllps(q) -

Remarque. On peut aussi définir de tels opérateurs pour des domaines qui ne sont pas
de classe C™, par exemple un carré en dimension deux, par réflexions successives.

Théoréme C.6.15. Soit Q un ouvert borné de RY, 4 bord de classe C™ avec m > 1 un
entier. Soit 1 < p < co. Alors pour toute fonction f € W™P(Q) il existe une suite (fy)nen
dans D(RY) telle que f, converge vers f dans W™P(Q).
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Théoréme C.6.16 (Théoréme de Rellich). Soit Q un ouvert borné de RY, & bord de
classe C*. Toute partie bornée de H3(Q) est d'adhérence compacte dans L?(Q).

Remarque. Plus généralement on peut montrer que

— si p < d alors I'injection de W'P(Q) dans L9(Q2) est compacte pour tout g € [1, p*[
avec 1/d =1/p—1/p*,

— si p = d alors I'injection de WP(Q) dans L9(2) est compacte pour tout q € [1, oo,

— si p > d alors l'injection de W1P(Q) dans C(f) est compacte.

Démonstration. On ne va écrire la démonstration que dans le cas d > 2, le cas de la
dimension 2 s'obtient de maniére similaire (exercice).

Soit A une partie bornée de H3(Q2) et soit @ > 0, montrons qu'il existe un nombre fini
de boules de rayon a dans L2(2) qui recouvrent A. Commencons par choisir un ouvert w
relativement compact dans Q tel que

a
sup || f < —- C.8
fEElH 2w < 3 (C.8)
Ceci est possible grace a I'inégalité de Sobolev qui implique que
1_1
Ifll2@w) < 12\ w[Z Z(Ifll 2 g
1
<IN\ W7 ([ Fll 1)
avec 1 =d(1/2 —1/2%).
Soit maintenant y € RY tel que |y| < d(w, 8R), pour g € D(Q) on a
1
79 =gl <1 [ [ 1990 )] ddx
Jw -
< yIVIQLUIVl 2@
et donc par I'inégalité de Holder
179 = 9lliz) < I17vg = 9ll{r)ITvg = gll25,,)
0 )
< IyIP1202 9l o
avec
1 1-6
2 =05
Par densité on obtient qu’il existe une constante C > 0 telle que
sup |7y F — Fll 2wy < Clyl°.
feA
On en déduit qu'il existe un réel € > 0 tel que € < d(w, ON) et tel que
a
vy eRY, |yl <e, sup |7y f — fll2w) < 5 - (C.9)
feA 3

Soit maintenant x. une suite régularisante au sens de la Définition B.1.1 (avec x supportée
dans la boule unité de RY), et soit

Bew = {(X&*f)lwv fG.A}.
Pour fe Aetxewona

Ixe * F(x) — F(x)] < /B oy XEDIT () = £l ay
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donc par I'inégalité de Jensen
) .
e s 70 = PP < [ bl 60 = G0 dy
W€

et donc par (C.9) et le théoréme de Fubini

w| R

su *f—f <sup sup ||[T_,f —f <
sup |[xe ez = sup sUp 7y F = Flliag) <

Iyl
Enfin pour f € A on a par I'inégalité de Holder
lIxe * Fll Lo @y < Ixell eyl FllL2()
et de méme
IV (xe * Olle@) < IVXell2@ayllfll2()

(C.10)

donc Bg,, est uniformément bornée et équicontinue, donc par le théoréme d'Ascoli elle est
relativement compacte dans C(w;R) et donc dans L?(w). Il existe donc un entier N et des

fonctions g1, ..., gn de L?(w), que I'on prolonge par 0 a , telles que
N

o
Bew C U BL2(gi- =)
n=1 3
et donc par (C.8) et (C.10)
N
AC U BL2(g,',Ol).
n=1

Le théoréme est démontré.



